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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß òàê íàçûâàåìûå âûïóêëûå ìàòðèöû. Äîêà-
çàíà èõ àáñîëþòíàß óíèìîäóëßðíîñòü. Îáñóæäàåòñß ðàçðåøèìîñòü ëè-
íåéíûõ öåëî÷èñëåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ âûïóêëîé ìàòðèöåé
îãðàíè÷åíèé ñèìïëåêñ-ìåòîäîì è ïîëèíîìèàëüíûì ìåòîäîì.
So-called convex matrixes are considered. It is proved their absolute uni-
modular Resolvability of linear integer optimization problems is discussed
with a convex matrix of restrictions by a simplex-method and polynomial
method.
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1. Ââåäåíèå
Ëèíåéíûå öåëî÷èñëåííûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå íå ìîãóò
áûòü ðåøåíû íèêàêèì ïîëèíîìèàëüíûì ìåòîäîì. Íå ìîãóò îíè ðåøàòüñß è ñ ïî-
ìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðóåòñß öåëî÷èñëåííîñòü
ðåøåíèß. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëßþò çàäà÷è ñ àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíûìè ìàòðèöà-
ìè îãðàíè÷åíèé. Äëß òàêèõ çàäà÷, è òîëüêî òàêèõ, ãàðàíòèðóåòñß öåëî÷èñëåííîñòü
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðè ëþáîì öåëî-
÷èñëåííîì ñòîëáöå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Óñïåøíî ïðèìåíßþùèéñß ñèìïëåêñ-ìåòîä
íå ßâëßåòñß, êàê èçâåñòíî, ïîëèíîìèàëüíûì, òàê ÷òî îñòàþòñß àêòóàëüíûìè êàê
ïîèñêè íîâûõ êëàññîâ àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíûõ ìàòðèö, òàê è ïîëèíîìèàëüíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèß ëèíåéíûõ öåëî÷èñëåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.
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2. Âûïóêëûå ìàòðèöû è èõ àáñîëþòíàß óíèìîäóëßðíîñòü
Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñß àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíîé, åñëè âñå
åå ìèíîðû ðàâíû ëèáî 0, ëèáî ±1 [1]. Àáñîëþòíàß óíèìîäóëßðíîñòü ìàòðèöû îãðà-
íè÷åíèé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß
Ax ≤ b, x ≥ 0, cx→ max
íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëß öåëî÷èñëåííîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß ïðè ëþáîì
íåîòðèöàòåëüíîì öåëî÷èñëåííîì ñòîëáöå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß àáñîëþòíîé óíèìîäóëßðíîñòè ôîðìóëèðóþòñß
äëß ìàòðèö, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû +1, 0, −1 [1].
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå èëè íó-
ëþ.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðîêó ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû, ñîñòîßùåé èç 0 è 1, íàçîâåì
âûïóêëîé ïî åäèíèöàì, åñëè â íåé ñëåâà íàïðàâî ñíà÷àëà èäóò íóëè (âîçìîæíî íè
îäíîãî), ïîòîì ïîäðßä åäèíèöû (âîçìîæíî äî êîíöà ñòðîêè), çàòåì íóëè äî êîíöà
ñòðîêè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì âûïóêëûé ïî åäèíèöàì ñòîëáåö.
Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñß 1-âûïóêëîé ïî ñòðîêàì, åñëè âñå åå
ñòðîêè âûïóêëû ïî åäèíèöàì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëßåòñß ìàòðèöà, 1-âûïóêëàß ïî
ñòîëáöàì.
Ìàòðèöó, 1-âûïóêëóþ ïî ñòðîêàì èëè ïî ñòîëáöàì, áóäåì íàçûâàòü 1-âûïóêëîé.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå 0-âûïóêëîé ìàòðèöû. Äàëåå áóäåì íà-
çûâàòü 1-âûïóêëóþ ìàòðèöó ïðîñòî âûïóêëîé.
Òåîðåìà. Âûïóêëàß ìàòðèöà àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíà.
Äîêàçàòåëüñòâî.Äëß îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ìàòðèöó, âûïóêëóþ ïî ñòðî-
êàì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé åå ìèíîð M . Î÷åâèäíî, åãî ìàòðèöà òàêæå áóäåò
âûïóêëà ïî ñòðîêàì. Âûäåëèì â ìàòðèöå ìèíîðà M âñå ñòðîêè, åäèíèöû â êîòî-
ðûõ íà÷èíàþòñß ñ ïåðâîãî ñòîëáöà (åñëè òàêîâûõ íåò  ìèíîð ðàâåí íóëþ). Ñðåäè
âûäåëåííûõ ñòðîê âûáåðåì òàêóþ, â êîòîðîé ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö,
ïðèáàâèì âûáðàííóþ ñòðîêó ê îñòàëüíûì âûäåëåííûì ñòðîêàì ñ îáðàòíûì çíà-
êîì. Ýòà îïåðàöèß íå ìåíßåò âåëè÷èíûM è íå íàðóøàåò âûïóêëîñòè åãî ìàòðèöû.
Êðîìå òîãî, îíà ïîçâîëßåò ñâåñòè âû÷èñëåíèß ìèíîðà M ê âû÷èñëåíèþ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ±1 ìèíîðà M ′, ïîðßäêà íà 1 ìåíüøåãî, ÷åì ó ìèíîðà M . Ïðè ýòîì
ìàòðèöà ìèíîðà M ′ òàêæå âûïóêëà. Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ìàòðèöû äàíî â òåðìèíàõ, çàâèñßùèõ îò âçàèìíî-
ãî ðàñïîëîæåíèß ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû. Àáñîëþòíàß óíèìîäóëßðíîñòü âû-
ïóêëîé ìàòðèöû íå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèß ñòðîê (ñòîëáöîâ). Ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ àëãîðèòì ïðîâåðêè, ßâëßåòñß ëè ïðîèçâîëüíàß çàäàííàß
ìàòðèöà, ñîñòîßùàß èç 0 è 1, âûïóêëîé èëè íåò. Êàê ïîêàçûâàþò ïîñòðîåííûå
ïðèìåðû, ìàòðèöà, âûïóêëàß ïî ñòðîêàì, ìîæåò îêàçàòüñß íå âûïóêëîé ïî ñòîëá-
öàì, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó àëãîðèòì ïðîâåðêè âûïóêëîñòè ìàòðèöû íåîáõîäèìî
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðîâåðêà âûïóêëîñòè ïî ñòðîêàì è ïðîâåðêà âûïóêëîñòè
ïî ñòîëáöàì. Î÷åâèäíî, âûïóêëîñòü ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ìîæíî ïðîâåðèòü ïå-
ðåñòàíîâêîé åå ñòîëáöîâ. Ðàññìîòðèì ïðîâåðêó âûïóêëîñòè ïî ñòðîêàì. Ïåðåñòà-
âèì ñòîëáöû ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû òàê, ÷òîáû íåêîòîðàß â íåé ñòðîêà ñòàëà
âûïóêëîé. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèß õîòß áû îäíîé âûïóêëîé ñòðîêè âîç-
ìîæíîñòè ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ñóæàþòñß. Ñëåäóþùóþ ñòðîêó ìîæíî ñäåëàòü
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âûïóêëîé ëèøü ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèß ñîõðàíåíèß âûïóêëîñòè óæå ïîëó÷åí-
íîé ñòðîêè. Ýòè óñëîâèß ñîñòîßò â ñëåäóþùåì: åäèíèöû âûïóêëîé ñòðîêè ìåæäó
ñîáîé ìîãóò ïåðåñòàâëßòüñß ïðîèçâîëüíî, íóëè âûïóêëîé ñòðîêè òàêæå ìîãóò ïå-
ðåñòàâëßòüñß ìåæäó ñîáîé ïðîèçâîëüíî, äîïóñêàåòñß òàêæå ïåðåñòàíîâêà âëåâî è
âïðàâî äî êîíöà ñòðîêè âñåõ ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ åäèíèöû âûïóêëîé ñòðîêè,
êàê åäèíîãî öåëîãî. Ïóñòü ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âûïóêëûõ ñòðîê
ïðîâåðßåìîé ìàòðèöû è ïóñòü ïðè ðàññìîòðåíèè î÷åðåäíîé ñòðîêè îêàæåòñß, ÷òî
ñòðîêà íå ìîæåò áûòü ñäåëàíà âûïóêëîé áåç íàðóøåíèß âûïóêëîñòè äðóãèõ ñòðîê.
Òîãäà, î÷åâèäíî, ìàòðèöà íå ßâëßåòñß âûïóêëîé ïî ñòðîêàì. Àíàëîãè÷íî ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíà ïðîâåðêà âûïóêëîñòè ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì. Àëãîðèòì ïðîâåðêè
âûïóêëîñòè, î÷åâèäíî, íå òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àßõ ïðîâåðêà íà âûïóêëîñòü ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà áûñòðåå.
Ëåììà 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, ñîñòîßùóþ èç íóëåé è åäèíèö. Ïóñòü ìíîæå-
ñòâî íóëåéW ìàòðèöû A âûïóêëî ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì. Òîãäà, åñëè â ìíîæå-
ñòâå W èìååòñß ñòîëáåö (ñòðîêà), ïåðåñåêàþùèéñß ñî âñåìè ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè)
ìíîæåñòâà W , òî ìàòðèöà A àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåðíåì ìàòðèöó A â öèëèíäð òàê, ÷òîáû ñòîëáöû (ñòðî-
êè) áûëè îáðàçóþùèìè öèëèíäðà. Äàëåå ðàçâåðíåì ýòîò öèëèíäð â ïëîñêîñòü òàê,
÷òîáû ñòîëáåö (ñòðîêà) èç íóëåé, ïåðåñåêàþùèéñß ñî âñåìè ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè)
ìíîæåñòâà Wîêàçàëñß êðàéíèì ñòîëáöîì ìàòðèöû A. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî åäèíèö ìàòðèöû A áóäåò âûïóêëî, à ìàòðèöà A, ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíî
óíèìîäóëßðíà.
Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, ñîñòîßùóþ èç íóëåé è åäèíèö. Ïóñòü ìíî-
æåñòâî íóëåéW ìàòðèöû A âûïóêëî ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì. Òîãäà, åñëè â ìíî-
æåñòâå W èìååòñß 2 ñîñåäíèõ ñòîëáöà (ñòðîêè), ïåðåñåêàþùèõñß â ñîâîêóïíîñòè
ñî âñåìè ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) ìíîæåñòâà W , òî ìàòðèöà A àáñîëþòíî óíèìîäó-
ëßðíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 ñâåðí¼ì ìàòðè-
öó A â öèëèíäð, çàòåì ðàçâåðí¼ì å¼ â ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû óêàçàííûå â ëåììå
ñòîëáöû (ñòðîêè) îêàçàëèñü êðàéíèìè. Ìíîæåñòâî åäèíèö ìàòðèöû A îêàæåòñß
âûïóêëûì, à ìàòðèöà A, ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíîé.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ìàòðèöå A èìååòñß íåñêîëüêî ìíîæåñòâ W1,W2, . . . ,Wk,
óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèßì ëåììû 1 èëè ëåììû 2 è, êðîìå òîãî, óêàçàííûå â
ëåììå 1 èëè ëåììå 2 ñòîëáöû (ñòðîêè) ìíîæåñòâ W1,W2, . . . ,Wk ðàñïîëîæåíû,
ñîîòâåòñòâåííî, â îäíîì ñòîëáöå (ñòðîêå) ìàòðèöû A, òî ìàòðèöà A àáñîëþòíî
óíèìîäóëßðíà.
Ëåììà 3. Åñëè ìàòðèöà A, ñîñòîßùàß èç íóëåé è åäèíèö, ñîäåðæèò òðè ìíî-
æåñòâà íóëåé W1,W2,W3, ðàñïîëîæåííûõ â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíî-
æåñòâàõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, òî ìàòðèöà A íå ßâëßåòñß àáñîëþòíî óíè-
ìîäóëßðíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàñïîëîæåíèß ìíîæåñòâW1,W2,W3 ìàòðèöà A íåîá-





èëè ïîëó÷àþùèéñß èç íåãî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ìîäóëü òàêîãî ìèíîðà
ðàâåí 2, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A íå ßâëßåòñß àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíîé.
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Èçâåñòíûì ïðèìåðîì àáñîëþòíî óíèìîäóëßðíîé ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé, ñîñòî-
ßùåé èç íóëåé è åäèíèö, ßâëßåòñß ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
3. Çàäà÷è î ðàíöå ñ âûïóêëûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé
Àáñîëþòíàß óíèìîäóëßðíîñòü ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé, ïî êðàéíåé ìåðå íåêî-
òîðûõ, ëèíåéíûõ öåëî÷èñëåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ñîñòîßùåé èç íóëåé è
åäèíèö, ïî-âèäèìîìó, ïîçâîëßåò íå òîëüêî ïðèìåíèòü äëß èõ ðåøåíèß ñèìïëåêñ-
ìåòîä, íî è ðàçðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû äëß èõ ðåøåíèß.
Òàêèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü îäíîìåðíàß çàäà÷à î ðàíöå
n∑
j=1
ajxj ≤ b, (1)
n∑
j=1
cjxj → max, b > 0, cj > 0, (2)
aj ïðèíèìàþò çíà÷åíèß 1 èëè 0,
j = 1, . . . , n,
xj ïðèíèìàþò çíà÷åíèß 1 èëè 0.




cjr, m ≥ p ≥ 1.




xj ≤ b1, (3)
J2∑
j=j1
xj ≤ b2, (4)
∑
cjxj → max, (5)
j1 < J1, b1 > 0, b2 > 0  öåëûå, cj > 0,
J2 > J1.
Çàäà÷ó (3)(5) òîæå ìîæíî ëåãêî ðåøèòü áåç ïðèâëå÷åíèß ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
Ñíà÷àëà îáñóäèì ñâîéñòâà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß çàäà÷è (3)(5).
Èòàê, ïóñòü èìååòñß îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3)(5). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
c0,0 ìàêñèìàëüíûé èç cj ñðåäè xj = 0 è c0,1 ìèíèìàëüíûé èç cj ñðåäè xj = 1 â
îïòèìàëüíîì ðåøåíèè â äèàïàçîíå èíäåêñîâ j ∈ [1, j1 − 1]. ×åðåç c1,0 è c1,1 ñî-
îòâåòñòâåííî  â äèàïàçîíå èíäåêñîâ j ∈ [j1, J1] è ÷åðåç c2,0 è c2,1  â äèàïàçîíå
èíäåêñîâ j ∈ [J1 + 1, J2].
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Èìååì ïî óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèß çàäà÷è (3)(5)
c1,1 ≥ c1,0,
c1,1 ≥ c0,0 + c2,0,
c0,1 + c2,1 ≥ c1,0,
c0,1 ≥ c0,0,
c2,1 ≥ c2,0.
Ïîëüçóßñü ýòèìè ñîîòíîøåíèßìè ìîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷
(3)(5) ïîñëåäîâàòåëüíûì íàçíà÷åíèåì íóëåé è åäèíèö.
4. Ïðèìåð
Ðåøèì âûøåèçëîæåííûì àëãîðèòìîì äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ðàíöå, âçßòóþ èç [2].
3x1 + 12x2 + 5x3 + 12x4 + 11x5 + 10x6 + 7x7 + 8x8 + 9x9 → max,
x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 2,
x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 4.
Òàê êàê íà x8 è x9 íå íàëîæåíû íèêàêèå îãðàíè÷åíèß, òî ñðàçó ïîëàãàåì x8 = 1,
x9 = 1. Äàëåå x2 = 1, x6 = 1, òàê êàê c2 = max
1≤j≤2
cj , c6 = max
5≤j≤7




Äàëåå x4 = 1, òàê êàê c4 > c1 + c7.
Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå âûøëî íà ðàâåíñòâî, ïîýòîìó ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì,
îïðåäåëßþùèì çíà÷åíèå xj áóäåò c2 + c5 > c3, òàê êàê c2 = min
1≤j≤2
cj ïðè xj = 1.
Îòñþäà x5 = 1. È ñíîâà c2 + c7 > c3. Îòñþäà x7 = 1. Èòîãî, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1, x5 = 1, x6 = 1, x7 = 1, x8 = 1, x9 = 1.
Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè
12 + 12 + 11 + 10 + 7 + 8 + 9 = 69.
5. Ðàçëîæåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è î ðàíöå ñ âûïóêëîé ìàòðèöåé îãðàíè-
÷åíèé íà äâå îäíîìåðíûå çàäà÷è
Äîêàæåì îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî çàäà÷è (3)(5). Íàéäåì λ0, λ1 òàêèå, ÷òî
λ1c1,1 ≥ λ0c1,0, (1− λ1)c1,1 ≥ (1− λ0)c1,0, (6)
λ1c1,1 ≥ c0,0, (1− λ1)c1,1 ≥ c2,0, (7)
λ0c1,0 ≤ c0,1, (1− λ0)c1,0 ≤ c2,1, (8)
0 ≤ λ0 ≤ 1, 0 ≤ λ1 ≤ 1. (9)
Âûïèñàííàß ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (6)(9) î÷åâèäíî, ñîâìåñòíà. Äîáàâèì ê (6)(9)
óðàâíåíèå:
λ1 = λ0 (10)
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è ðåøèì çàäà÷ó
λ1 → max (11)
ïðè (6)(9).
Â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàííûõ ðåøåíèå çàäà÷è (11) áóäåò îäíèì èç äâóõ















λ1cjxj → max, (12)
J1∑
j=1







cjxj → max, (14)
J2∑
j=j1
xj ≤ b2 (15)
ïðè òåõ æå îáîçíà÷åíèßõ, ÷òî è â çàäà÷å (3)(5) áóäåò ðàâíà çíà÷åíèþ öåëåâîé
ôóíêöèè çàäà÷è (3)(5) è ðåøåíèå çàäà÷è (3)(5) ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî èç ðåøå-
íèé çàäà÷ (12), (13) è (14), (15).
6. Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, â ðàáîòå ââåäåíî ïîíßòèå âûïóêëîé ìàòðèöû, äîêàçàíà àáñîëþòíàß óíè-
ìîäóëßðíîñòü âûïóêëûõ ìàòðèö, ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèçíàêè àáñîëþòíîé
óíèìîäóëßðíîñòè ìàòðèö. Ïîêàçàíî, ÷òî äëß ðåøåíèß îäíî- è äâóìåðíîé çàäà÷ î
ðàíöå ñ âûïóêëûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì.
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